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Abstract

Vordergriindiges Ziel dieser Arbeit ist es, exponentiell abfallende Funktionen auf
dem unbeschridnkten Intervall [0,00) numerisch zu integrieren und verschiedene
Vorgehensweisen zu vergleichen. Zunéchst werden zwei unterschiedliche Moglich-
keiten um auch das Integral iiber unbeschrankte Intervalle zu approximieren vor-
gestellt und untersucht wie sich verschiedener Eigenschaften der zu integrierenden
Funktion auf das Konvergenzverhalten des ndherungsverfahrens auswirken. An-
schlieftend werden die beiden gewdhlten Methoden miteinander verglichen. Das
letzte Kapitel befasst sich mit der Frage, inwiefern sich das Konvergenzverhalten
durch die Wahl unterschiedlicher Gewichtsfunktionen éndert. Dabei wird vergli-
chen wie schnell der Fehler der zuvor gewéahlten Vorgehensweisen fiir zwei héufig
verwendete Gewichtsfunktionen (e~* und e~*") konvergieren.
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Um exponentiell abfallende Funktionen auf dem unbeschriankten Intervall [0,00) zu
integrieren, bieten sich zwei Moglichkeiten an. Das Abschneiden des unbeschréank-
ten Intervalls und Anwendung einer Quadraturformel fiir ein beschréanktes Intervall
[0, 7] fiir T > 0 und die Anwendung einer Gaufquadratur fiir die Gewichtsfunktion
w(z) = e * (Gauss—Laguerre Quadratur).
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

2 Summierte Trapezformel auf einem endlichen
Intervall

LEMMA 2.0.1
Sei f : [0,00) — R eine beschrinkte Funktion. Des weiteren definieren wir fiir eine
Menge M C [0,00) das gewichtete Integral von f mit

Quif) = /M f(@)exp(—z)dz

Das Integral Qo,«)(f) kann man approximieren, indem man fiir ein T > 0 das In-
tegral auf dem beschriankten Intervall Qp 7)(f) durch die summierte Trapezformel
Qnr(f) berechnet. Es folgt eine Fehlerabschétzung der Form

|Qo,00)(f) — Qrr(f)| < Crer + CoTey, (2.1)

wobei die Terme er, g, lediglich von T bzw. h abhidngen und C4, Cy jeweils von
T, h unabhéngig sind. Des weiteren wir vorausgesetzt, dass f hinreichend glatt ist
und die Supremumsnorm der zweiten Ableitung von f beschréankt ist.

BEWEIS
Mit (vgl. Nannen 2019, S. 40-41):
und Cy = ||fll, er=e’t, Co:=|f o

|Qo,00)(f) = Q. ()] < 1Q0,00) (f) — Qo () + Qo1 (f) — Quir(f)]
= |Q1,00) ()| + Qo) (f) — Q. (f)]

<l [t |35 @)

T

Ep 1= }1’—; folgt unmittelbar

e T 0]
12

” h2
T —
/ oo 12

= 01€T + CQT&Th

< Cier + ’

BEMERKUNG. Damit der Fehler minimal ist, soll e; ~ Tej gelten. Anders

. -T 3 . .
angeschrieben soll also h ~ IQET bzw. n ~ */1222—4 erfiillt sein.

Die Summierte Trapezregel kann zum Beispiel wie folgt implementiert werden:
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

double sumtrapez(double t, double n, double fkt(double)){
double h = t/n;
double sum = 0;
for (double i = 1; i <= n; ++i){
sum += (fkt (ixh)+fkt ((i—1)xh))/2xh;
}

return sum;

Listing 1: Summierte Trapezregel

2.1 Von T abhangiger Fehler

Da fiir Funktionen f, g, die auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbar sind gilt
(vgl. Kaltenbéck 2014, S. 271):

f(2) < glx) 7 € [a,b] = / f(@)de < / o(x)d,

ergibt sich fiir den Fehler Cher aus Gleichung (2.1) fiir andere Gewichtsfunktionen
w: f@)w(z) < f@)e,x € [T,00)

[ @ [ sweran =1 [ @i >
[ sewtain =1 [ ey - | ' fwe)ds]

Der bei Abschnitt 2 durch das Abschneiden des Intervalls [0, co) entstehende Feh-
ler ist also stark von der Wahl der Gewichtsfunktion abhéngig.(Abb. 1b) Durch
die Wahl einer geeigneten Gewichtsfunktion kann die Konvergenz des Integrati-
onsverfahrens also beschleunigt werden.
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL
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(a) f(z)w(z) fir verschiedene w(x) (b) Von T abhéngiger Fehler fiir verschiede-
ne Gewichtsfunktionen

Abbildung 1: Vergleich verschiedener Gewichtsfunktionen

Fiir eine Zerlegung Z = {¢; : j =0,...,n(Z) : & = jh+ &}, h € R von [0, 7]
bleibt fiir 7" — oo nur der von h abhingige Fehler.

def f(x):
return 1/(np.exp(x)+7)*np.exp(—x)

N

i| def sumtrapez(t,h):

xs=np.arange (0,t,h)

6 fs=f(xs)

return h/2x(fs[0]+2xsum(fs[1: —1])+fs[—1])

h=0.001

0| errors =[]

T = 2xxnp.arange (12)

12| for t in T:

errors .append (abs(1/49%(7—np.log(8))—sumtrapez (t,h)))
14| plt . loglog (T, errors)

plt.grid (which="major’, linewidth=0.5)

16| plt . xlabel (’T’, size=’large’)

plt.ylabel (’Fehler’, size=’large’)

Listing 2: Implementierung des Fehlers mit fixem h
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

10° 10* 102 10% 10° 10* 10% 10%
T T

(a) f(z) := Bl ee (b) f(z) == e

Abbildung 2: Fehler abhéngig von T.

Man bemerkt in Abb. 2, dass bei verschieden Funktionen sich die Konvergenz-
geschwindigkeit des Integrationsfehler dndert.

2.2 Von n abhangiger Fehler

SATZ 2.2.1

Fiir auf einem Intervall [a,b] : 0 <
f,g € C?*([a,b]) und eine Zerlegung Z
von n abhéngige Fehler fiir f durch

< b Riemann-integrierbare Funktionen
{& i =0,...,n(Z)} von [a,b] ist der

a

() &i ‘ ‘
r (o)) Rt 2) = (S ([ stwde - (a6, E T E))

i=1 §i—1

gegeben, wobei d(&;_1,&;) der Abstand zwischen &;_; und §; ist und M die Menge
der Zerlegungen von [a, b] ist und es gilt:

Vo€ [t -5 )] 2 1L g(@) 2 0= 7(£.2) > (g, 2).

dz? dz?

BEWEIS

Dass 7(f, Z) der Fehler fiir eine der in Satz 2.2.1 beschriebenen Funktionen f
und eine Zerlegung 7 ist, folgt direkt aus der Definition der summierten Trapez-
formel.
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

Da Vz € [a,b] : sz f(z)| > |dwzg( x)|, geniigt es ein einzelnes Intervall (&, 1,&;) zu
betrachten. Fiir ¢ € R gilt

T 6, &) = f(&i-1) +f(§i))‘ _

3
oo — (a0 7=

‘ Ei—1
& & . .
[~ sy - / " ez d(61,6)e - (d(@-_l,saf (5“); / (@))‘ _

‘ :1 f(z) — cdx — (d(fi—1,5i)f(€i1) — c2+ £l&) - C)

= T(f -G {gi—la gz})
Es kann also min(|f(&-1)|,|f(&)]) = 0 vorausgesetzt werden. Fiir die Verbin-

dungsgerade s(z) = f(fi,l)%—%x der Punkte (&1, f(&§-1)) und (&, f(&))
gilt somit min(|s(&_1)|, |s(&)]) = 0 und:

T(f {&-1,&)) =

&
f(@)de (d(gi_l,ga

f(&i-1) + f(fi)) ‘ _

&i—1 2
' :1 f(z)dx — /:il s(x)dx + d(&_1, &)w _ (d(&h Ei)f(&‘l); f({i)) ‘ _
' :_1 f(z) — s(x)dx — (d(fihfi)f(&‘l) - 5(&—12) + f(&) — 3(&)) ‘ o (f = s {6 ED)

Es existiert also fiir jedes f ein f der Form f(z) = (f(z) — s(z) — ¢), das wie oben
gezeigt f(&1) = f(&) =0, 7(f, Z) = 7(f, Z) und somit

S Fle. Fle. &
f(x)dx — (d(fil,fi)f(éll) i f<£l)> ‘ = ‘ : f(x)dx

T(f, {fiflagi}) = 9
&i—1

erfiillt. Weiters gilt

da . d? d? d? d? d?

T2l (@) = 75 (f2) = s(2) = ¢) = 75 f(a) = = s(2) = e = -5 f(x)
und weil auferdem f,g € C?([a, b]) und Yz € [a, b] L f (@) > |=g(z)| > 0,
kann fiir den Fehler wegen ’ f;_l ’ ) f£ dm‘ vorausgesetzt werden,
dass Vx € [a,b] : %f{x) < %g(m) < 0 gilt.

Nun folgt aus dem Satz von Rolle die Existenz von z; 5 fiir die gilt, dass f! (x1) =

g'(w2) = 0 ist. Weil f/ und § stetig und streng monoton sind und [a, b] kompakt
ist, ist f'([a,b]) N §'([a,b]) = [u,v] ein nicht leeres, abgeschlossenes Intervall.
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

Sei nun h(x) = f(x) — g(z), ' (z) = f'(z) — ¢'(v), dann folgt aus der Surjektivitit
von ', ¢ auf [u,v] die Existenz von (i, (s, fiir die folgendes gilt:

F(GQ)=uny(C)
(&) =vAd (&)

Es ist also entweder A'(¢(;) < 0 < R/(¢2) oder A'(¢;) > 0 > K((3). Aus dem
Zwischenwertsatz folgt die Existenz eines ¢ € [u, ] fiir das h'(¢) = 0 ist, woraus
7(0) = #(C) folat.

Das Intervall [a,b] kann nun in zwei Intervalle [a, (], [, ] aufgeteilt werden.
Fiir h"(z) = f"(x) — ¢"(x) folgt dann mit dem Mittelwertsatz fiir a@ € [a, (] und
be (¢ b

u

IN IV

v

0> W) = )= §/<<€>_ = 5@ +9'(@) _ @/(2 = 5(@)
f(@) < '@
05 W)= L O=IO T +5Q) _J® -9
b— ¢ ¢—0
q'(b) > f'(b)
Durch erneutes anwenden des Mittelwertsatzes folgt nun:
0 < Wz = LD~ T0)+ife) _ 3t ~ [
f@) = g
05 ey - 1O =90 = FO) +ab) _ i)~ )
b—b b—b
f(b) = 4(b)

und somit Vz € [a,b] : f(x) > §(z). Es gilt also

& &i
(f {6 &) = / f(a)de > / §(0)dr = (g, {61, &)

& &i—1

und

7(f, Z2) > 7(9,Z).
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

(x=5)(z+5) s

f@) = ——
7(f,{0,5}) = 4.17
h(xz) =|/25 — x?
7(h,{0,5}) = 7.13

oy = JE=0et )
3 a

(1, {0, 5}) = 4.17

—(5—x)

h(z) = |25 — 22 — (6 — z)
r(h,{0,5}) = 7.13

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

(@) fyh:|f"| < B (b) Laut Satz 2.2.1 existierende f, h

Abbildung 3: Veranschaulichung von Satz 2.2.1

Wird nun T fix gehalten und h variiert, bleibt fiir h — 0 der von T" abhéngige
Fehler iiber.

def f(x):
return 1/(np.exp(x)+7)*np.exp(—x)

def sumtrapez(t,h):
xs=np.arange (0,t,h)
fs=f(xs)
return h/2x(142%sum(fs[l: —1])+fs[—1]) # 1

f(0) stetig fortgesetzt

T=10
errors =||
hs = 1/2*x*np.arange (15)
for h in hs:
errors .append (abs(0.10042 —sumtrapez (T,h)))
plt.loglog (hs,errors)
plt.loglog (hs,hsxx2)
plt.grid (which="major’, linewidth=0.5)
plt . xlabel(’h’, size=’large’)

Listing 3: Implementierung des Fehlers mit fixem T
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2 SUMMIERTE TRAPEZFORMEL AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

Fehler

1074 1072 1072 107! 10°

Abbildung 4: Fehlerplot abhéngig von h.

T T
107* 1072

T
10°

Man sieht nun aus Abb. 4, wobei die gerade Funktion als Vergleich dient wie sich
der Fehler verhalten sollte, dass bei kleiner werdenden h sich der Fehler ab einem
gewissen Wert nicht mehr dndert. D.h. man ist zum von T abhingigen Fehler

gelangt.
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3 GAUSS-LAGUERRE QUADRATUR

3 Gauls-Laguerre Quadratur

Zunéchst sei bemerkt, dass(Nannen 2019, S. 45):
KOROLLAR 3.0.1
Es existiert eine eindeutig bestimmte Folge (g,) von Polynomen der Form

qQo(x) =1
qn(x) = 2" +r,—1(x), =z € [a,b]

mit 7,_1 € [],_;, die die Orthogonalithétsbeziehungen (gn,¢mn)w = 0, n # m
erfiillen.

und

LEMMA 3.0.2

Jedes der orthogonalen Polynome g, € [],,, aus Korollar 3.0.1 besitzt n einfache
Nullstellen in (a, b).

Woraus sich dann folgender Satz ergibt:

Sarz 3.0.3

Die Orthogonalpolynome g, € [[, aus Korollar 3.0.1 sind eindeutig durch die
folgenden 3 Terme gegeben

qQo(z) =1
q1(z) = (. — Bo)go = = — Bo
Gn1(7) = (7 — Bn)gn(x) — 7721%—1@) fir n>1
mit
ﬁ — (Q3Qn7Qn)w Vo = HQnHW
l4all, 11l
Weiter sind die Eigenwerte der Matrix
Bo m
Mo
T = Y . . c R(n—i—l)x(n—H)
Bn—l Tn
Yn Bn

die Nullstellen z, ..., z, des (n + 1)-ten Orthogonalpolynoms ¢, und die zuge-
horigen Gewichte der Gauk-Quadratur sind gegeben durch

aj = (M) / w(x)dz, j=0,...,n
lvill, ) Ja
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3 GAUSS-LAGUERRE QUADRATUR

wobei (v;); die 1.Komponente eines Eigenvektors v; € R\ {0} zum Eigenwert
x; 1st.

BEWEIS
Durch die Gewichtsfunktion w(z) = exp(—x) haben die Polynome und die
Matrix folgende Form:

po(z) =1
pi(z) =(x—p=z—-1
Prg1(z) = (x —2n — Dp,(2) — n*p_i(z) fiir n>1
und
1 -1
-1 3
T, =
—-n+1
-n+1 2n-1
Mit vollstandiger Induktion wird gezeigt, dass T, vk, = TpVkn gilt, mit dem Ei-
genvektor vg,, := (70, 1p1(@k), - - -, Ta—1Pn—1(x1))T und 75 = (7]—1,)J zum Eigenwert
T

I.V. Es gllt Tn,ﬂ}k’nfl = TV n—1

[LA. Mit n = 1 folgt unmittelbar

!
Tk = (1)(10) =710 = 70 © Ty —TkTo =To — TpTo =1 — 25, =0

Also ist der Eigenwert z;, = 1 was bei genauerer Betrachtung auch die Null-
stelle des Orthogonalpolynoms p;(x;) = xx — 1 = 0 ist.
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3 GAUSS-LAGUERRE QUADRATUR

IS n—-n+1
1 -1
-1 3 To
Ty = T1p1‘(95k)
-n+1 .
Tn—1Pn—1(T
4l on—1 1p 1( k)

To — T1P1 (%)
—To + 3T (xk) — 270p1 (2)

(—m + D7yopn_o(zr) + (2n — D)7 1pn1 (k)
To

! T1P1 (%)

= Ty .

Tn—1Pn—1 (:Ek)

Durch einsetzen der Rekursionsformel fiir die Orthogonalpolynome p,, auf
der linken Seite fiir die ersten n — 1 Eintrage, folgt direkt die rechte Seite.
Fiir den letzten Eintrag gilt nun

TkTn—1Pn—1(xk) = (—n + 1) Ty_opn_a(x) + (2n — 1)Tp_1pn—1 (k)
STpTn-1Pn-1(Tx) — (=1 4+ 1) Tpopn—a(xr) — (2n — 1)Tpo1pn—1(ak) =
Tn—lpn—l(xk)(xk —2n + 1) + (TL - 1)Tn—2pn—2(xk) =0

Sei nun 0.B.d.A n ungerade und mit Erweiterung des rechten Terms und
einsetzen von T7; folgt

Poa(@) (e =20+ 1) (n—1)%pn_o(zs) —0
(n—1)! (n—1)!

Spn-1(@r) (@ — 2(n — 1) = 1) = (n = 1)*pn—2(2x) = palzr) =0

zy sind also die Nullstellen des Polynoms p,, und sind zugleich die Eigenwerte
von T,,, wegen p,(x) = det(T,(z)). (Numerische Mathematik Ubung 2019,
vgl. Bsp. 40)

Was noch zu zeigen bleibt, ist dass die Gewichte folgende Form haben
) 2 b N )2 %)
a; = <('U])1) / U}({L‘)dl‘: ((U])l)z/ e Tdr
lvill, /) Ja (lvill2)? Jo
1

v;11

Sebastian Hirnschall, Rafael Dorigo 15



3 GAUSS-LAGUERRE QUADRATUR

Bei Betrachtung des Ausdrucks

n—1 j+1
WinT; P (Tr)ps (1)
7=0 [=0
folgt nun
n—1 j+1 n—1 o
33 wartnyens(e) = 3 wipio) [ e vda
j=0 1=0 Jj=0 0

J=1
n—1
_ 2
=1+ g 7ipj(zr) - 0
=1
=1
und andererseits
n—1 j+1 n—1 j+1
wlnij xkpg xl E E wlnij fEk 5Zk—
j=0 1=0 7=0 [=0
n—1 n—1
2 2 2 2 2
Y Wit P (00)? = Wi Y 70 (@) = Wi ||vknll;
Jj=0 Jj=0
Also
9 1
Wi [[Venlly = 1= Wep = ——
Hvk,nH2
O
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3 GAUSS-LAGUERRE QUADRATUR

Somit ist also die in Listing 4 und 5 zu sehende Vorgehensweise gerechtfertigt.

‘mt main () { ‘
2| Gauss Q(N); ‘
‘ printf ("Ergebnis: %.16e\n" ,Q.result (f)); ‘
| |
| |

4 return 0;

}
Listing 4: Mogliche Implementierung von Satz 3.0.3 - main.cpp
1 T = MatrixXed :: Zero(n+1,n+1);
3 T(0,0)=1;
for (int i = 1; i < n+1; ++i){
5 T(i —1 1) —(i);
T(i,i )* (i)
7 T(i,1)=2%(i+1)—
}
9 ces = ComplexEigenSolver<MatrixXecd >(T) ;
eigenvectors = ces.eigenvectors();
11 nodes = T.eigenvalues();
}
13
double Gauss::norm(int i){
15 double sum = 0;
for (int j = 0; j<eigenvectors.rows();++j) {
17 sum += std::abs(eigenvectors(i,j)) * std::abs(
eigenvectors(i,j));
19 return std::sqrt (sum);
}

21
std :: complex<double> Gauss:: weigth(int j) {
23 return eigenvectors(0,j) x eigenvectors(0,j);

}

std :: complex<double> Gauss::node(int i) {
27 return nodes(1i);

}

double Gauss:: result (double f(double)){

31 std :: complex<double> sum = 0;

for (int i = 0; i < n+1;++1){

33 sum += weigth (i)*f(node(i).real());
}

35 return sum.real () ;

Listing 5: gauss.cpp

Sebastian Hirnschall, Rafael Dorigo 17



3 GAUSS-LAGUERRE QUADRATUR

0.6 1
A
4
0.4 4
n

2
% —— 3
z s
(D -=— 10

0.2

0.04 I'+ H eis mAE E =

107" 10° 10’

Quadraturpunkte

Abbildung 5: Quadraturpunkte und zugehorige Gewichte

BEMERKUNG. Um, wie in Abb. 1b auch Integrale der Form [ f(z)w(z)dz :
a > 0 zu berechnen kann fiir Funktionen f,w : [;° f(2)w(x)dz < oo wegen (vgl.
Kaltenbéck 2014, S. 278)

/aoo f(@)w(z)ds = /OOO f(z + a)w(z + a)dz = /Ooo flz + a)w(z + a)w™ (z)w(z)de

eine neue Funktion g mit g(z) == f(z + a)w(z + a)w ! (z) definiert werden fiir die
gilt:

/aoo f(@)w(z)dx = /OOO g(2)w(z)dr ~ zilw%g(xz)

Weiters kénnen wegen fabf(x)w(x)dx = [ f(@)w(z)de — [ f(x)w(z)ds fir 0 <
a < b < ¢ auch Integrale der Form fab f(z)w(x)dx berechnet werden.

Sebastian Hirnschall, Rafael Dorigo 18



4 VERGLEICH DER METHODEN AUS ABSCHNITT 2 UND 3

4 Vergleich der Methoden aus Abschnitt 2 und 3

Wie bereits gezeigt, ist das Konvergenzverhalten der Summierten Trapezregel stark
von der zu integrierenden Funktion abhéngig. Um die Konvergenz zu beschleunigen
kann entweder eine stirker fallende Gewichtsfunktion gewéhlt werden, um den von
T abhéngigen Fehler zu verkleinern oder eine schwécher gekriimmte Funktion, um
den von n abhéngigen Fehler zu minimieren.

101 Gewichtsfunktion
— exp(-x)
-+ exp(-x*x)

§ 10731
<
[}
e

107 1

0 50 100 150 200
Quadraturpunkte

Abbildung 6: Fehler der Summierten Trapezregel fiir unterschiedlich stark fallende

Gewichtsfunktionen und f(x) = ezl+7

Wie in Abb. 6 zu sehen ist, geht der Fehler fiir e wesentlich schneller ge-
gen Null als bei e™®. Trotzdem bleibt die Konvergenz langsamer als bei der in
Abschnitt 3 beschriebenen Gauf-Quadratur (Abb. 7).
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4 VERGLEICH DER METHODEN AUS ABSCHNITT 2 UND 3

014 Quadraturformel 10y Quadraturformel

—— Gauss-Laguerre —— Gauss-Laguerre

--+ Trapezregel ---- Trapezregel

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Quadraturpunkte Quadraturpunkte
o0 e~ % 0o €7z2
(a) Jo srgmde (b) Jo~ &zde

Abbildung 7: Vergleich der Integrationsverfahren aus Abschnitt 2 und 3 fiir ver-
schiedene Gewichtsfunktionen
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